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1. Devemos achar a relagao F' = ma, podemos achar o vetor aceleragao
de duas maneiras:

e Derivando o vetor posi¢ao e o vetor velocidade, até encontrar o
vetor aceleracao.

Vetor posicao:
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Figura 1: Vetor Posicao.

r’/9 = —zsin b, + x cos b, (1)

Derivadas das bases:

A

Ebl = wb2 X b1 = —wb3 (2)
A
Ebg = wbg X b2 =0 (3)



A
Ebg = U)bQ X b3 = U)bl (4)

Vetor velocidade:

A
d—j(rp/o) =4 v¥ = —isinfb, + zsinfwbs + i cosfby,  (5)

Observagao: A derivada de 6 ¢é igual a zero pois o angulo é cons-

tante.

Vetor Aceleracao:

AaP = —j sin Ob +iw sin Qwbs+7 cos Oby-+iw sin Obs+zw sin Obs+zw? sin Ob,

(6)

Reorganizando o vetor aceleracao:

Aal = (=i sin O+zw? sin O)by 4 (& cos §)by+ (24w sin 4z sin §) b
(7)
As forcas de reacao na esfera sao:

F = (Fycosf)by + (Fysinf — mg)by + (F3)bs (8)

Logo as equagoes de movimento sao:

Fycos = —isinf + xw?sinf 9)
Fisinf —mg = & cos (10)
Fssinf = 22wsin§ + xacsin @ (11)

e Usando o Teorema Cinematico.
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Figura 2: Vetor Posicao.

Velocidade:
AyP _A GO 4B yP LA B wPIO. (12)
Av0 =0 (13)
By? = —isinfb, + @ cos fb, (14)

AwP x tP/9 = whby x (—xsin by 4 2 cos fby) = zwsinfbs (15)

AvP = —isinfb, 4 i cos by + zw sin Obg (16)

Aceleracgao:

AgP _A aO+BaP+AwBX(AwBXrP/O)+AaBXrP/O+2AwBXBVP.
(17)

42% =0 (18)



BalP — —4sinfb; + & cos b, (19)

AwB x (AwP x r/9) = wby x (zwsin fbg) = zw?sin by (20)

Aa® x rP/0 = aby x (—zsinfby + z cosfby) = zasinfby (21)

24wE x ByP = 2wby x (—i sin b, + cos fby) = 2wi sin fbs (22)

4al’ = —7 sin b+ cos Oby+zw? sin Ob; +za sin Obz+2wi sin Obs

(23)

AaP = (=i sin 0+zw? sin 0)by+ (& cos 0)by+(za sin 042w sin 0) by

(24)
Logo as equagoes de movimento sao:

Fycosf = —isin® + zw?sin 6 (25)

Fysinf —mg = % cosf (26)

F;sin 0 = 2¢wsin 6 + xasin 6 (27)

Como vemos acima, para ambas as formas de resolver o problema as
equagoes sao iguais!

. Vamos usar a rela¢ao de quantidade de movimento linear (G) e quanti-
dade de movimento angular (H) para encontrar os valores pedidos.Como
nao hé forgas externas atuando no sistema, devemos considerar a con-
servagao da quantidade de movimento linear (G):

4



G, = Gy (28)

mV =mV; +2mV,, (29)

V =Vi+ 2V (30)

E também a conservagao da quantidade de movimento angular (H):

H, = H, (31)

mrV =mrVy + I, w (32)
mrV =mrVi + (2mr*)w (33)
V=Vi+(2r)w (34)

Como o choque é perfeitamente eldstico e a colisao é entre particulas
de mesma m: V; = 0,e como houve a conservagao total de energia a
velocidade da massa A imediatamente apds o impacto é igual a V.

Assim:

Velocidade do centro de massa:

V=V +2V., (35)
V=2V, (36)
1%

Velocidade angular da barra depois do impacto:



V=V+ (2r)w

V= (2r)w

v
w=—
2r

A energia cinética antes e apds o impacto:

K — mV?

3. Equacoes de Lagrange:

d (OL\ 0L
dt 8([1 8qi N

Qi

(38)

(39)

(40)

(44)

onde L = K —®, ¢; sao as coordenadas generalizadas, e (); sao as forgas

generalizadas.

L(1-cos) I l
t1

Figura 3: Péndulo.



Definindo o momento em que o péndulo esta em t1 como nivel zero
para a energia potencial gravitacional, tem-se:

® = mgl(1 — cosb) (45)

A energia cinética pode ser escrita como:

mV? B mi26?

K —
2 2

(46)

As coordenadas generalizadas sao ¢; = #, pois ha nenhuma forca que
realize trabalho (excluindo a forga da gravidade, que é levada em conta
na energia potencial). Temos:

202 .
% = %(mg@ —mgl(1 — cos®)) = mi*0
d (0L d : --
— (= | = = (mi*0) = mi*0
i (55 ) = gomed) = m (47)
202
g—g = %(mlze —mgl(1l — cosf)) = —mglsiné
mi?0 + mglsind = 0 (48)
lé+gsin0:0 (49)
0 = —%sin@ (50)

4. A figura foi desenhada abaixo:

Coordenadas cilindricas:

x = rcost (51)

y = rsinf (52)



Q

Figura 4: Cilindro.

dm = prdfdrdz (54)

h
2

2m Te
L, = / xydm = p / / 73 cos 0 sin OdOdrdz (55)
m —% 0 T

I, =0 (56)
L] 27 Te
_ 2 2 _ 2 3
I.= [ (z°+y)dmn=0p redfdrdz (57)
m —% 0 i
1 4 4
I, = §7rhp(re — ) (58)

5. Devemos somar o momento de inércia da placa com o momento de
inércia da esfera:

[[0] = [[]glaca] + [Igsfera] (59)

Considerando como dado da placa:
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IJ:J: = _ml2
12
1

]yy EmZQ
1

]zz = _ml2
6

1 1
[]gx] — lax + m(y2 + Z2> — lazx + m(y2> — dzx + —ml2 = gml2

4
1
[Iz(/)y] = lyy + m(a:2 + 22) = Lyy + m(l‘2) = §ml2
2
[I°] =L, +m(2® +y*) = L. +m(2* +9°) = gml2

[I{Sy] = Iacy — mxy = _Z_lmﬁ

[Iyoz} =1, —myz=1,,=0

%le —Lmi? 0
[Izgaca] = _%LmZQ %mlz 0
0 0 2ml?

Considerando como dado da esfera:

(60)

(61)

(62)

(63)

(71)



Loy = Iy, = 1.y =0 (72)

1 1
[122) = Lo +m(y* + 2%) = Lo + m(y?) = Lo + 7l = m(grQ +70)
(73)
7 1
[[Z?y] = Iy +m(z® +27%) = Iy + m(a?) = m(gﬂ + le) (74)

2 1
0] = L.+ m2®+9y?) = L. + m(2* +y*) = m(=r* + =1*)  (75)

5 4
1
[13y] = Loy — may = _ZlmZQ (76)
1
[122) = Lz —maz = L. = —5mlr (77)
1
[]:L(/)z] = [yz —myz = ]yz — _§mlT (78)
m(grz + zlllz) —}lml2 —%mlr
O 1 l2 7.2 1l2 1 I
Heageral = i m(gr°+4l°)  —gmir (79)
_%mlr —%mlr m(§r2+ ilg)
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