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1 Referenciais e bases

Considere o sistema mostrado na Fig. 1. Os referenciais considerados nesta
andlise sao: A (inercial) e B (soliddrio & barra). A base {a;, ag, a3} é solidaria
ao referencial A e a base {by, by, b3} é solidaria ao referencial B.
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Figura 1: Ilustracao do sistema analisado.

2 DMatrizes de transformacao

A matriz de transformagao [4T5] transforma um vetor escrito na base {by, bs, b3}
para a base {a;,as, as}.

cos@ —sinf 0
[ATB] = | sinf cosf® O (1)
0 0 1

3 Hipdteses simplificadores

Os corpos sao tratados como particulas, logo temos um sistema com 2 particulas,
uma com massa M e outra com massa m. A barra de comprimento [ tem



massa desprezivel. Considera-se que o vinculo no ponto O é um pino, e que
nao hé atrito, ou seja, o torque de reacao em O é zero. Também nao ha
atrito entre a mesa o corpo de massa M.

4 Cinematica
As velocidades das particulas, localizadas nos pontos P e (7, sao dadas por:

AVQ = ya2 ) (2)

onde y = 0 corresponde a posi¢ao da mola em repouso.

Ayl =A@ 4 A B x /9 (3)

onde 4w? = b e /9 = [b;. Logo,

AvP = —flsinfa; + (5 + 0l cos O)ay (4)

e
14vO* = 9, (5)
IAVP |2 = 621 sin® 0 + 4% + %1% cos® 0 + 2501 cos 6, (6)

A tltima expressdo pode ser simplificada (sin? @ + cos? 0 = 1):

AT 12 = 0212 + 42 + 26l cos 6 . (7)

5 Equacgoes de movimento - Lagrange

Equacoes de Lagrange, considerando as coordenadas generalizadas y e 6:
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onde L = K — ®. Como as forcas que realizam trabalho estao ligadas aos
termos de Lagrange, @, = Qg = 0.



Definindo a linha horizontal que passa pelo ponto (), como nivel zero de

energia potencial gravitacional, tem-se:

1
® = —mglcosf + ékyQ )

A energia cinética pode ser escrita como:

1 1
K= §M||AVQ||2 + §m||AVP||2 ,

ou seja,
1 1 . .
K = §My2 - §m(92l2 + 9% + 290l cos 0) .
Calculando cada termo das equagoes de Lagrange:
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Juntando os termos, as equacoes de movimento do sistema fica:

(M +m)ij +mlf cos @ —mi62sin 0 + ky = 0

mi0 + mijl cos 0 + mglsinf = 0,
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Para 6 pequeno (sinf ~ 0 e cosf ~ 1), chega-se no seguinte sistema de

equagoes diferenciais ordinarias:

(M +m)ij +mlf — mif%0 + ky = 0
mi20 + mgl +mgld = 0.

(15)



