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1 O problema

A Fig. 1 mostra o problema que sera tratado: um piao, que realiza um
movimento no espaco 3D, http://escrevimentosagno.blogspot.fr.

Figura 1: Foto de um piao em movimento.

2 Referenciais e bases

Considere o desenho esquematico do piao mostrado na Fig. 2. O ponto O
estd fixo e o centro de massa (CM) do corpo estd localizado no ponto C. Os
referenciais considerados nesta andlise (ver Fig. 2) sao: A (inercial), B, C, e
D (solidario ao piao). A base {a;,as, as} é soliddria ao referencial A, a base
{b1, by, b3} é solidaria ao referencia B, e assim por diante.

A partir de uma posigao inicial do pidgo (ver Fig. 2), a parametrizagao
dos angulos é a seguinte: ¢ (precessao) representa uma rotagao positiva em
torno do eixo ag, # (nutagao) representa uma rotagao positiva em torno do
eixo bg, e 1 (spin) representa uma rotagao positiva em torno do eixo cs.
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Figura 2: Desenho do piao, diagrama de corpo livre, e referenciais.

3 Matrizes de transformacao

A matriz de transformagao [4T5] transforma um vetor escrito na base {by, b, b3}
para a base {ai, as, a3}, a matriz de transformagao [gT¢] transforma um ve-
tor escrito na base {cy, ca,c3} para a base {by, by, b3}, e a matriz de trans-
formagao [¢Tp| transforma um vetor escrito na base {d;, ds, ds} para a base
{c1, ¢, c3}. Lembrando que a operagao inversa [pT4]|=[aTs]'=[aT5]".

cos¢p 0 sing

(AT = 0 10 (1)
—sing 0 cos¢
cosf —sinf 0

[8Tc] = | sin@ cosf 0O (2)
0 0 1
cosy 0 sin®y

[cTp] = 0 L0 (3)
—siny 0 cos®y



4 Hipbteses simplificadores

Considera-se que o vinculo no ponto O é uma rétula, e que nao ha atrito, ou
seja, o torque de reacao em O é zero. A interacao entre o corpo do piao e o
solo nao é modelada, de forma que o angulo # nao pode ultrapassar um valor
limite (que depende da geometria do pido). E dada uma condicao inicial de
posicao e velocidade, {¢q, 0o, V0o} e {éo, 0o, 1&0}, e, além das forcas de reacao
no ponto O e do peso, nenhuma outra forga (ou torque) age no sistema.

5 Inércia e geometria

O distancia entre o ponto O e C é [, o piao tem massa m, e o tensor de
inércia, em relacao ao ponto O, é conhecido :
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Este tensor é o mesmo considerando as bases {ci1,co,c3} e {dy,ds,ds}
gracas a axissimetria do corpo em relacao ao eixo co=ds.

Observe que o ponto O, que percence ao corpo e nao se move, é usado
como referéncia. Essa escolha é proposital para evitar que as forcas do ponto
O aparecam nas equagoes dos momentos.

6 Diagrama de corpo livre

O diagrama de corpo livre é mostrado na Fig. 2. A forga resultante e o
momento resultante em relacao ao ponto O sao escritos da seguinte forma:

F = 01a1 + 0282 + 0383 — mgas . (5)

MC = mgl sin fcs . (6)

Outra opgao seria escrever as forgas alinhadas a base solidaria a C. O prego
a pagar ¢ a transformacao da forca da gravidade para a base solidaria a C:

F = Ojc; + Ojco + Oz¢3 — [oTB][T4](mgas) . (7)



7 Cinematica

O vetor velocidade angular do piao (referencial D) em relagao ao referencial
inercial é dado por

AwP = [¢Tp](¢bs) + they + fcs = (8)
= ¢sinfcy + (¢ + ¢cosf)cy + fcg .

A velocidade do centro de massa do piao em relacao ao referencial inercial
pode ser escrita como

T dt
onde foi usado o vetor velocidade angular do referencial C em relacao ao
referencial A

A
AVC _ d(rC/O> _A QC % I‘C/O, (9)

A0° = ¢sinbe, + ¢ cosbey + Ocs (10)

e 19 =lcy. A aceleracao do centro de massa é dada por:

450 A QF x (40 x 19/0) 44 aC x 1C/0 (11)
onde
Ao’ = A—d(AQC). (12)
dt

Vamos calcular as componentes da aceleracao na mesma solidaria ao re-
ferencial A. Em seguida, calcularemos na base solidaria ao referencial C.

r®/© = [, T[T (Icy) = —Isinf cos pa, + I cos fay + I sin fsin pas, (13)

logo

v® = (=16 cos A cos ¢+l sin O sin qb)al—lé sin Qag—f—(lé cos 6 sin ¢+1¢ sin 0 cos p)as .
(14)



a® = (- 10 cos 6 cos ¢ + 162 sin 6 cos gb + 106 cos 0 sin ¢ + ¢ sin O sin ¢+
+1¢? sin 6 cos ¢ + 1B cos 0 sin (b)al (10 sin @ + 162 cos f)ay + (l9 cos 0 sin ¢+
—10%sin O sin & + l@gb cos 0 cos ¢ + lgsin b cos ¢ — l¢2 sin # sin ¢ + lgzﬁ@ cos 6 cos ¢)ag .
(15)
simplificando

a® = (=10 cos O cos ¢ + (162 + 1¢?) sin 0 cos ¢ + 200¢ cos 0 sin ¢ + ¢ sin O sin ¢)a; +
—(16sin 6 + 162 cos 0)az + (16 cos 0 sin ¢ — (1% + l¢2) sin 0 sin ¢+
+210¢ cos 0 cos ¢ + L sin 6 cos ¢)ag
(16)
Agora, a aceleracao do centro de massa do piao serd calculda na base solidaria
a C. Ao invés de usar as matrizes de transformacao (geraria muitas contas!),
usaremos os teoremas cinematicos.

AvC =4 QY x 199 = —fc, + lpsin fcs (17)

Calculando
AQC.X rC/0 = _[fc; + ¢l sin fc;
409 % (19 x 199) = ¢% cos Osin ey — (1 sin® 6 + 16%)cy + ¢bl cos e
AaC = (¢sinf + ¢b cos f)cr + (¢ cos — qb@ sin )¢y + fcg
Aa® x 190 = —lfcy + I(Psin b + @b cos O)cs
(18)
podemos obter a aceleracao do centro de massa do piao na base solidaria a
C:
A0 =4 QC % (AQC x rC/0) 44 of x yC/0 =
= 1(¢% cos Osin§ — B)cy — (¢ sin? 6 + 62)cy + 1(200 cos 0 + ¢sin )cs
(19)

8 Equagoes de movimento - Newton/Euler

Como a massa é constante, tem-se:

F = m*a“ (20)



Ad
dt
A equacao da 2a lei de Newton fica:

M? = —([171"w") (21)

Oy = m(—16 cos 6 cos ¢ + (162 + 1$?) sin 6 cos ¢ + 2106 cos O sin ¢ + 1¢ sin 0 sin P)

Oy —mg = —m(16 sin 0 + 162 cos 0)
O3 = m(16 cos O sin ¢ — (102 + 1¢?) sin @ sin ¢ + 200¢ cos O cos ¢ + I sin 6 cos B) .
(22)
Essas 3 equagoes nao podem ser resolvidas pois existem 6 incognitas: {¢, 0,1, O1, Oz, O3}.
As 3 equagoes que estao faltando sao obtidas usando a lei de Euler.
A equacao dos momentos pode ser escrita da forma compacta a seguir,

pois o tensor de inércia é constante na base solidaria a C, e o corpo é axis-
simétrico em relacao ao ultimo giro ¢:

M, = Lpwy + 1w, Qy — I,w, ),
M, = I,,w, + L,w,Q, — I,,w.Q, (23)
M, = L,w, + Lyw,Qy — ;w8
onde M, = M, = 0, M, = mglsin0, I,, = I., = I, I,, = I, =
$sin 6 + ¢f cos 9 Wy = ¥+ ¢pcosh — ¢phsing, and w, = 6. Substltumdo

(gﬁsm@—i—qb@cos@) +I€(¢c089) (w —i-(bcosﬁ)
0 = I,(¢ + ¢pcosf — ¢0 sin 0) 4 I(¢sin 0)0 — 10(¢sin 0) (24)
mglsing = I6 + I,(¢) 4+ ¢ cos ) (dsinf) — I(Psin ) (¢ cosh) .

Simplificando:

0=I¢sinf — I w& + (2 - I )éécos@
0=1 (¢+¢cos€ ¢981n0) (25)
mglsin® = 16 + Iab¢sin@ + (I, — I)¢* cosfsin b .
Observe que essas 3 equacoes podem ser resolvidas independente das equagoes

dalei de Newton. Isso porque o ponto O foi usado como referéncia e as reacoes
{01, 02,03} nao aparecem nas expressoes acima.



9 Equacoes de movimento - Lagrange

Equagoes de Lagrange:

d (0L oL
el — =Q;, 26
onde L = K — ®, g; sao as coordenadas generalizadas, e (); sao as forcas

generalizadas.
Definindo o solo como nivel zero para a energia potencial gravitacional,
tem-se:

® = mglcosb. (27)

A energia cinética pode ser escrita como:

1 1 . S .

K = §(AwD)T[[O]AwD = 5(10;2 sin?f + I, (¢ + ¢cos0)2 + 16%).  (28)

As coordenadas generalizadas sdo ¢ = ¢, ¢ = 0 e gz =1 e Q = 0, pois ha
nenhuma forga que realize trabalho (excluindo a for¢a da gravidade, que é le-
vada em conta na energia potencial). Calculando os termos individualmente,

temos:



Z—g = Iqlﬁsin29+ly¢cosﬁ+lyq.500529
oL
00

= I, + I,¢cos b

19
oL
oz

d (0L . . . .

— | — ) = I¢sin” 0 + 21 ¢0 sin 0 cos 0 + I, cos O — 1,10 sin O

dt \ 9¢

+1,¢ cos? 0 — 21,06 cos O sin 0

% (g—i) = y@Z)'+Iyg.z§cos€—Iyqz.59.sin9
oL
% =

oL 9 . D ‘9 . .
%:]gb sin 0 cos 0 — I,¢p1psin @) — 1,9 cos 0 sin 6 + mgl sin 0
oL
5 =

Juntando os termos, as equagoes relacionadas a ¢ e 6 ficam:

0

0

16 = (I — 1,)¢?sin § cos § — I,¢n) sin 6 + mgl sin 6

I,(4) + dcosh — ¢phsinh) =0, (30)

que sao identicas as duas dltimas expressoes da Eq. (25), obtidas usando a
Lei de Euler. A equacao relacinada a ¢ pode ser escrita como:

I, cos 0(1) 4 ¢ cos @ — ¢f sin )+

sin@(lpsinb + 21¢ph cos§ — 1,10 — I,pf cosf) = 0. (31)

usando a segunda expressao da Eq. (30), pode-se zerar o primeiro termo da
equacao acima, e chegar-se a:

]{zﬁsin@—i—ﬂ{bécos&—lyw'—]ygz%"cosé’:(), (32)

9



que ¢é idéntica a primeira expressao da Eq. (25).
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