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21 - Introducao

. Processos de Solugdo

. Método das Diferencas Finitas
. Método dos Elelentos Finitos

. Estrutura de Dados envolvidas




« Fenomeno Natural
* Modelo Matemadtico - Equagdes Governantes
* Métodos de Aproximagado

Diferencas Finitas
Volumes Finitos
Elementos Finitos
Elementos de Contorno
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Pré-processamento dos dados:

» Condicoes de Contorno

» Condicoes Iniciais

» Definicdo do dominio discretizado
Processamento de solucdo:

* Para cada ponto de interesse do dominio discretizado
da malha montar estrutura de solucdo
» Obter solugdo aproximada ou solugdo no tempo corrente

Pos-processamento dos Resultados:

- Visualizacdo e andlise dos resultados obtidos




Exemplo do Processo de Solucao

o . Solugdo
Dominio Real Dominio Discretizado Aproximada

Dispersdo de Poluentes na Baia de Guanabara




Ndo dependem do Tempo Dependem do Tempo
Equagdo Diferencial Equagag leelr' encial
Parcial cicm

1 Aproximagdo do dominio
Aproximacdo do dominio Eq. leererﬁal Ordindria
1 Aproximagdo ho Tempo
N . 1
Splugao do NS |5T§ma Solugdo do Sistema
(Linear ou Ndo-Linear)
em cada passo de tempo




¢todo das Diferencgas Finitas (MDF)

Discretizacdo do
Dominio
Equagdo de

Diferencas Finitas

Equagdo Diferencial

Solucdo de Sistemas
Lineares ou Ndo Lineares




étodo dos Elementos Finitos

Equagdo Diferencial

Discretizacdo do
Dominio

Equagdo Integral

Aproximagado
Solucdo de Sistemas
Lineares ou Ndo Lineares




DF: exemplo de solu¢ao para equacao
1D

Equacdo diferencial continua < u'=f em (0,1)
Cu(0)=u1)=0

1- Discretizagdo do Dominio:

O=x,<x,<---x_,<x,<x,<--x,=1

X, = x, +iAx

2 - Aproximagdo das derivada por “diferengas":

WU u..—U.
u = O(A.X) - i+1 i—1 0 AXZ
Ax u 7 Ax , O( )

u —_ " l —2u +u

'—Lui u = i+1 0AX2
u'== - , O(Ax) e (Ax7)




o MDF: exemplo de solugao para equagao
1D

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas":

V)it (= Za )t Vag i = £ i=1ovn
v T
|

(a b __ul_ _fl—buo_ 0 a b
b a b U, 1y b a b
Lo | = : A é tridiagonal S

b a blu,, 1. b a b

b all u, f,—bu b a 0

n+l _| — —




( 2 2
V=9 U b o (0,1)x(0,1) c R?
ox~ dy
2
ou
u=g(x,y) elou —=h(x,y) emI’
n

1- Discretizagdo do Dominio:

“.xi—lg'x'gxﬁlg.” - :1 X.:xo—|—lA_x

< i
O:yOSyIS”.yj—ISijy]+l— ym+1_1 y]_yo_l_]Ay

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas":

ou U U 2 82u = Hictj _2uij i ivt.s O sz
ox  2Ax O(Ax’) ox’ Ax’ OB




Numeragdo das incognitas: ; ; —

B """" T

"""""""""" R

|1||+1 """" r

-1 |1 I e e
e e W

I-n b

rH :""?: n

e o

i+, Wi T 2uij TU : :
+ =f.,i=1--,n j=1,
AyZ Uy

U,  —2u,+u
Ay’

I+n =fl’ I:L,N




o MDF: exemplo de solugao para equagao
2D

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas":

(/Ayzjul‘” +(yAx2)uH _2(yAx2 +/Ay2)ul
. ~ J T I\ ~ J

+(yAx2)ul+l+(/A 2jul+n :fl’ I:1,---,n><m
e
a b c 1w | [ fi—cus—bu, | 1

b a b c u, fo— C”s
b a 0 c U, J3—cug -
c 0O a b c u, Ja— buo
c bab ¢ |u= fs A é Pentadiagonal
c b a 0 c || ug Jo —buy
C 0O a b U, f7—bu0—cuN
¢ b a bl u Js—
c b alluy| | fy—cuy—bu,




Diferencgas Finitas — Matrizes pentadiagonais



EF: exemplo de solucdo para a

~J/

“equacio 1D

<"u"= f em (0,1)
- u(0)=u()=0

Formulacdo Forte

j;u "(x)v(x)dx = j()l f(x)v(x)dx
u '(x)v(x)‘(l) — j;u '(xX)v'(x)dx =j01 f(x)v(x)dx

Formulacdo Variacional ou Formulagdo Fraca

| |
Encontrar ueV tal que VveV, — jo u'v'dx =j0 fvdx




2+ IMEF: exemplo de solugao para a
““equacao 1D

Formulagdo Variaconal Aproximada
O=x,<x,<-x,_ <x,<x,,<-x_, =1

X, =X, tiAx

n+l

%4 ={u :[0,1] > R,u é continua, u/[xk,xk+1] é linear, k =0,---,n e u(0) =u(l) = O}
2Tl ge xe [x,_,x,]
X =~ Xk

P(x) =+

se x€ [x,,x, ]

0 se x¢&[x,_, %]

Escolher &, com suporte compacto, isto é:

@/k(l

k-1 k k+1




2+ MEF: exemplo de solucao para a

~J/

equacao 1D

1 |
Encontrar ueV tal que VveV, — jo u'v'dx =j0 fvdx

0= ud® =Y 6w

1 1
Encontrar u"eV" tal que Wv' e V", —IO u" v dx =IO F"v"dx

_j;i(uj¢'j(x)) @' .(x)dx =Iolfh¢i(x)dx Vo,i=1,--,n

Zn:(—f()lﬁj(xm',-(X)dX)uj =j01fh¢i(x)dx V@,i=1,n

J=1




EF: exemplo de solucdo para a

~J/

“equacio 1D

Como &; possui suporte compacto, &:(x) &:(x) € diferente de
zero somente parai = j-1, j e j+1

b 1
/X< Au=p,p  Aétridiagona




EF: exemplo de solucdo para a

~J/

“equacio 1D

Nel Nel

A=Ak b=Ay Au

|
S

- o
kll k12
e e

_k21 k22_

k=




EF: exemplo de soluc¢ao para equacao

Equacgdo diferencial continua

(V2u _d’u  du

= 2
5 ax2 +ay2 o f em (O,DX(O,I) cR

u=0eml

Formulacdo Variacional ou Formulagdo Fraca

Encontrar ueV tal que Vve'V, —IQVu.Vde = J-vadQ




EF: exemplo de soluc¢ao para equacao

" ey) = S (x, ) Fray) =S f.6.(x.y)

Formulagdo Variacional Aproximada

Encontrar u"e V" tal que W' e V", —nguh.Vvh dQ) = _[vah d €2

—jﬂ;(ujv¢j).v¢idﬂzjgfh¢idﬂ Vg.i=len AL 1

n

(-] Ve, VodQ, =[ f'¢dQ V4. i=1.n

=) A é esparsa
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b=A fe

e=1

1,nen

2.,nen

nen,nen
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“:« MEF: Montagem da Matriz Esparsa
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s 2 — Breve estudo de matrizes Esparsas

. Matrizes esparsas x Solugdo de sistemas
Lineares

. Armazenhamentos Globais
. Armazenamentos Locais



.+ Matrizes Esparsas x Métodos de
““Solucao

. Métodos diretos:

- Solucdo exata a menos de erros de arredontamento.
Transformagdo do sistema em sistemas triviais
modificando os coeficientes da matriz esparsa e
alterarando a esparsidade.

. Métodos Iterativos:

- Solugdo aproximada com tolerancia pré-fixada. Ndo ha
alteragdo dos coeficentes nem da esparsidade da
matriz

- Dependem de condigdes de convergéncia

— Necessidade do produto matriz-vetor




Armazenamento de Matrizes Esparsas
stratégias Globais

Compressed Diagonal Storage (CDS)

a, b c, a b ¢ a b 0 ¢
d, a, b, ) d, a, b, ¢ d, a, b, 0 ¢
d, a; 0 c, dy a; 0 ¢ 0 di a3 0 0 ¢
e, 0 a, b, c, e, 0 a, b ¢ e, 0 0 a b, 0 ¢
A= e d; as b Cs = AA=|e; dy as by c¢;| ou AA=|es 0 d; a; b, 0 «c
€ dg as 0 Co e, dg ag 0 ¢ ¢ 0 dg ag 0 0 ¢

e 0 a, b e 0 a, b e, 00 a, b O

e dy ay b e dy ag by e 0 dg a; by O

e, d, a, e, dy a e 0 dy ay O

A matriz de ordem nxn AA matriz de ordem nx5 ou nx(2p+1)




Armazenamento de Matrizes Esparsas
stratégias Globais

Compressed Sparse Row (CSR)

_k11 ki, ki
ky  ky  kyy ky o ks
ky, ks kys ks
ky kg ky ks ky;
A= ky ksy ks ks ks kss ks
kes kes ke Keo
ks ki ko
ks kg ksg kg
kos  Kog kog  Kog
— =

AA=k, Kk, k, ky ky

JA=[1 2 41 2 .. 52 3

A: matriz de ordem nxn

hnz: himero de coeficientes

ndo nulos

9 5 6 8 9]

IA=[1 4 9 13 18 25 29 32 36 40]

AA, JA: vetores de ordem nnz

IA: vetor de ordem n+1

36
——
k



Armazenamento de Matrizes Esparsas

stratégias Globais
Skyline Storage (SKS)

ki
ky Ky A: matriz simétrica de ordem nxn
ky, ks
ky kg Ky,
A= ky ksy ks ks
Kes kes ke
ks, ks,
ks kgy kg
kos  Kog kog Koy
-~ = A =L
AA = kll k21 k22 k32 k33 k41 k42 O k44 k95 k96 O k98 k99

IA=[1 2 4 6 10 14 18 22 27 31}

AA: vetor de ordem nnz+q
IA: vetor de ordem n+1




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Globais

Algoritmo Produto Matriz-vetor CSR

para i=1,2,..,n
kl = IA (1)
k2 = IA(i+1)-1
para j = kl1,.., K2
y(i)= y(i) + BA(J)*v(JA(]))
fim para ! j
Fim _para ! i




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Locais

Elemento por Elemento (EBE)

nel
K =Ak
e=1
[ kll k12 kl,nen ]
k., k, - k
ke: '21 :22 ' 2,.nen

-k

nen? nen,nen




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Locais

Algoritmo Produto Matriz-Vetor EBE

nel nel

Av = (ﬁ Ay = éAeve

para e=1,2,..,nel

localize: ve < v(e)

produto: ave « ke*ve

espalhe e acumule: v(e) < v(e) + ave
fim para ! e




o Armazenamento de Matrizes Esparsas
~ Estratégias Locais

Aresta por Aresta (EDS)

> Desmembramento da matriz elemento nas componentes
das arestas

e o o|[x x 0|[0 0 O
¢ o o-X X 0OHO X Xp
e o ¢//0 0 0/|0 x X

Elemento Arestal Aresta? Aresta3

o O O
X o X

X <o X

> Soma das contribuigoes das arestas dos elementos
adjacentes

L

" o ol[x x|[x Xx]
'4 o of|lX X||X X

 Avestall Bl E2

Ll
+




“IArmazenamento de Matrizes Esparsas
~|Estratégias Locais

Aresta por Aresta (EDS)

nedges
K= Ak
s=1
k11 k12 kl,ned
k21 kzz k2,ned

k=

_knedl kned2 ek

ned ,ned




Armazenamento de Matrizes Esparsas
“Estratégias Locais

Algoritmo Produto Matriz-Vetor EDS

nedges nedges

Av = ( A? AYyv= A ko

e=1

para s=1, 2, .., nedges

localize: vs « v (s)

produto: avs <« ks*vs

espalhe e acumule: v(s) < v(s) + avs
fim para ! s




